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NOTA PREVIA

Em Portugal, adotou-se a designagdo «investigacdo operacional» (10),
tradugdo da expressdo britanica «operational research». No Brasil, ¢ utili-
zado o termo «pesquisa operacional», que apresenta o inconveniente de se
poder confundir com a teoria da pesquisa (search theory), cuja criacdo e
desenvolvimento se processou no ambito da I.O. Nos Estados Unidos, esta
generalizado o emprego da designagdo «operations research» (investigacdo
das operagdes), frequentemente identificada com «systems analysis» (analise

de sistemas), «management science» (ciéncias da gestdo) e outros termos.

Apos esta sucinta observacao sobre aspetos terminoldgicos, convém referir
que, tal como noutras areas de conhecimento, a gestdo pura e aplicada tem
beneficiado do concurso de outros dominios do saber, numa perspetiva inter-
disciplinar. Inserindo-se nesta interdisciplinaridade, a 10O, surgida no decurso
da Segunda Guerra Mundial (1939-45), e cuja caraterizagdo é apresentada
no Capitulo I desta obra, tem contribuido para o acentuado progresso da
ciéncia da gestdo, que apresenta subareas fortemente matematizadas, devido
ao recurso a ramos da matematica pura e aplicada na construgao e utilizagdo

de diversos tipos de modelos matematicos.

A Introdugdo a Investigagdo Operacional, destinada fundamentalmente
a estudantes do ensino superior que frequentam unidade letivas de 1O, ou
relacionadas com a IO, segue a orientagdo adotada em idénticos manuais,
descrevendo alguns dos principais modelos matematicos que tém sido
utilizados no dmbito da 10. Pressupde-se, evidentemente, que os leitores
deste livro possuem adequados conhecimentos de matematica pura (algebra
linear e analise) e aplicada (probabilidades e estatistica), indispensaveis para

a compreensao do texto.



INTRODUCAO A INVESTIGACAO OPERACIONAL

No Capitulo II, apresentam-se as nogdes basicas de programagdo matema-
tica, para depois se desenvolver o estudo do caso especial da programagio
linear no Capitulo III.

O Capitulo IV ¢ destinado a exposi¢do do problema da dualidade no caso
dos modelos lineares.

No Capitulo V, faz-se referéncia ao caso especial da programagao linear,
conhecido por modelo dos transportes.

No Capitulo VI, ¢ desenvolvido o estudo da programacao matematica com
numeros inteiros.

No Capitulo VII ¢ dedicado a programa¢ao matematica por objetivos,
matéria de grande interesse para as organizacdes que pretendem otimizar
objetivos multiplos.

O conhecimento da programag¢ao dinamica, fundamental para modelar
processos de decisdo em estadios multiplos, € apresentado no Capitulo VIII.

No Capitulo IX, o mais extenso desta obra, devido a sua grande importancia
na gestdo de algumas organizacgdes, sdo referidos os principais modelos
deterministas e estocasticos utilizados na gestdo de stocks.

No cerne do Capitulo X, esta a teoria das filas de espera, que retne o conjunto
de modelos estocasticos concebido para a tomada de decisdes nos fenomenos
de espera, que surgem correntemente na vida quotidiana.

O Capitulo XI trata da teoria dos jogos de estratégia, que permite modelar
situacdes concorrenciais que envolvem conflito de interesses.

Finalmente, no Capitulo XII, sdo apresentados os principios fundamentais
da simulacdo, destacando-se a importancia de que se reveste a simulacao
aleatoria na IO.

Sendo um texto de natureza pedagogica, ¢ obra inacabada, cujos autores
pretendem aperfeigoar a medida que vao surgindo assuntos de interesse a
tratar. E obra que procura aperfeigoar-se continuamente, com o objetivo de
contribuir para o ensino destas matérias aos estudantes do ensino superior.

Nesta nota introdutoria, uma palavra de apreco a Editora Vida Econémica
por nos ter dado a oportunidade de publicar este livro.



NOTA PREVIA

Queremos também deixar aqui uma nota de satisfagdo por podermos inserir
o langamento deste livro no ciclo de atividades comemorativas do 30° ani-
versario da criagdo da licenciatura em Gestdo da Faculdade de Economia
da Universidade de Coimbra.

Para terminar, esperamos que esta edi¢do obtenha junto dos nossos alunos a
aceitacdo que estas matérias merecem e que possa contribuir para melhorar
os seus conhecimentos nesta area do saber.

Os autores
Fernando de Jesus

Jodo Verissimo Lisboa



CAPITULO1
Natureza da Investigacao Operacional

1.1 Objecto de estudo da Investigagio Operacional

Tendo-se verificado que ¢ impossivel dar uma definigdo precisa do ambito
de qualquer disciplina cientifica, prefere-se modernamente caracterizar um
ramo da ciéncia, indicando a faceta sob a qual encara a unidade e comple-
xidade do real. Adotando esta orientagdo, vamos caracterizar a I.O. !

Devemos ja sublinhar que o seu proprio nome (I.O.) implica: investiga-
¢do (aplicada) das operagdes. Outro ponto de vista relevante é que a 1.O.
envolve um ponto de vista particular das operagdes € um tipo especial de
investigacao aplicada.

Entende-se por operagdo o conjunto de atos requeridos para obter determi-
nado resultado, i.e., uma operagao € um complexo de atos inter-relacionados,
executados simultaneamente ou em sequéncia, que conduzem a obtencdo
de determinados objetivos.

A 1.0O. ndo estuda, porém, todos os tipos de operagdes, interessam-lhe sé as
operagdes dos individuos integrados num certo tipo de sistema. Exempli-
ficando: a .O. ndo estuda as operagdes de um individuo que trabalha com
uma maquina, mas sim o homem e a sua maquina.

A 1.O. ocupa-se, pois, dos sistemas formados por duas ou mais partes cujos
atos constituem uma operagao. Grande numero de sistemas que interessam
a 1.O. envolve a comunicagao entre algumas das partes e certas conexoes.
A comunicagdo e as conexoes caraterizam um tipo de sistemas a que se da

1. Daqui em diante utilizaremos apenas a sigla 1.O. para designar investigagdo operacional.
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INTRODUCAO A INVESTIGACAO OPERACIONAL

o nome de sistema estruturado ou organizagdo. Mais rigorosamente, uma
organizagdo ¢ um sistema que apresenta quatro carateristicas essenciais:

a) Alguns dos seus componentes sdo seres humanos;

b) Aresponsabilidade das escolhas de um conjunto de atos esta dividida
entre dois ou mais individuos e (ou) grupo de individuos;

¢) Os subgrupos funcionalmente distintos sdo conhecedores das escolhas
de cada um dos outros por meio de comunicag@o ou observagao;

d) Um grupo de individuos no sistema tem fun¢do de controlo: compara
os resultados obtidos com os resultados desejados e faz ajustamentos
no sistema por forma a reduzir as diferengas observadas.

Por exemplo, um sistema de fios, polos, painéis e telefones pode constituir
um sistema de comunicagdes, mas ndo ¢ uma organizagio, porque ndo tem
componentes humanas. Agregando a esse sistema os quadros de pessoal, ja
podera pensar-se numa organizagao.

Para exemplificar a condig@o b), pode tomar-se uma organizacao industrial
em que os subgrupos sdo os responsaveis dos departamentos de produgéo,
marketing, finangas, investigacao, pessoal, etc.

A condicdo ¢) também ¢ basilar, pois a comunicagdo e transmissao de in-
formagdo entre os subgrupos ¢ carateristica fundamental das organizagdes.
Voltando a considerar uma organizagdo industrial, notemos como ¢ indis-
pensavel a existéncia de comunicacdo entre o departamento de producdo e
o de marketing, ou entre este e o de financas.

Finalmente, deve notar-se a importancia do controlo na caraterizacdo de
um sistema estruturado. Recorrendo ainda ao exemplo das organizagdes
industriais, ¢ sabido que os objetivos de curto prazo sdo consubstanciados
num orgamento que, no entanto, ndo teria qualquer interesse se nao fosse
regularmente controlado, com o fim de detetar desvios cuja magnitude
orienta a realizag¢do de agOes corretivas.

Se alguma das condi¢des b), ¢) e d) ndo ¢ satisfeita o sistema ndo esta
organizado. Se qualquer destas condi¢des, embora satisfeitas, ndo o € efi-
cientemente, o sistema diz-se desorganizado.

Pode dizer-se que a classe dos fendmenos estudados pela 1.O. ¢ constituida
pelas operacdes das organizagdes mas, note-se, nem todas essas operacdes
sdo estudadas pelaI.O.. A fim de as caraterizarmos, vamos indicar os quatro
tipos de alteracdes que se verificam numa atividade organizada:
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CAPITULO 11
Noc¢oes basicas sobre programac¢ciao matematica

2.1 Programacgio matematica classica

Dadaafun¢do f: D c R" — R, consideremos o problema da determinagao
dos extremos de f no subconjunto de D definido por m relagdes (m < n) da
forma

glx,x,...,x)=0 (=1,2,...,m)

ou, mais simplesmente, g (x) =0 comx = (x, x,, ..., X,).

Trata-se de um problema de programagao matematica em que as restri¢des
aparecem sob a forma de equagdes e que ¢ vulgarmente designado por
programagdo matemdtica classica.

Admitamos que a matriz jacobiana B

9% %8 % 9%
ox, Ox, Ox; Ox,

ox, Ox, Ox, Ox

n

p-| % 0% 0% 0g |_|0| (I=L2..m
ox, Ox, Ox; Ox ox; Jj=L2,..,n

J

0ox, ox, Ox, Ox,

de tipo m*n, possui a carateristica m em todos os pontos a considerar.
Supondo que f possui um extremo relativo em x*, fixemos a hipotese de,
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neste ponto, ser regular a submatriz contida nas primeiras m filas de B.

Entdo, o teorema das fungdes implicitas garante que ha uma vizinhanga
—~% * * * —

de x =(xm+1,xm+2,---,xn) tal que, para x = (xm+1,xm+2, . ,Xn) nessa

vizinhanga, se tem x, :ggl,(fg) (1'21,2,...’,71)_

Entdo, a funcdo

h(x)=1f0(3).0:(3). .0, (x).x]
tem um extremo livre em X, 0 que implica
oh(x")

o(x;)
Utilizando a regra para derivar fungdes compostas, vem

8 00 T (it mean). 22

gj o Ox,  Ox; Ox;

=0 (j=m+1,m+2,---,n). 2.1

S . . o9,
Do teorema das fungdes implicitas conclui-se que as derivadas gf (k=1,2,-,m)
~ ~ , s . ~
para um dado ; sdo as solugdes tinicas do sistema de equagdes

N 0g, O 0g,
Zﬁxﬂ_,_ﬁzo (i=1,2,,m). 23
o OX, 8xj axj
Para j= m+1. m+2, m+3, .., n, obtém-se deste modo n—m sistemas de

equagoes, um para cada j. Em vez de resolvermos estes sistemas em relagdo

a 0% e procedermos a substituicdo em 2.2, procederemos de outro modo.
ox

J

Consideremos os numeros A’ (i =12, m) que constituem a solucdo
unica do sistema de m equagdes lineares

mog (x7) of(x
24 8)(ck ) agck) (k=1,2,-+,m). 2.4

i=1
Este sistema ¢ possivel e determinado porque admitimos que a matriz

g, (x) ¢ regular.
0Ox,
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CAPITULO III
Programacao linear

3.1 Consideragdes gerais

A programacao linear € o caso particular da programacdo matematica em
que a funcdo objetivo ¢ linear e as restrigoes sdo desigualdades lineares.
Tem-se entao

n
max z = chxj
J=1

s.a.

Se representarmos por X a matriz coluna cujos elementos traduzem as » va-
ridveis principais do sistema ou também denominadas variaveis de decisao,

_x1 7
X,
X=|x

% ]

por A a matriz dos coeficientes do sistema de equagdes

A= [ay} comi=123 ., ,mej=123 ..n
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por b a matriz coluna do segundo membro das restrigdes

b

m

e por C amatriz linha dos coeficientes da fungdo objetivo, podemos escrever
o problema da seguinte maneira

max z=CX
s.a.
AX<bh
com

X>0,
dizendo-se que o problema esta escrito na sua forma canonica.

Se transformarmos o sistema de inequagdes lineares num sistema de equa-
¢Oes lineares em que todas as varidveis e o segundo membro estdo sujeitos
arestricao de ndo serem negativos, entdo o problema diz-se estandardizado.
O problema pode entdo escrever-se do seguinte modo:

n
max Z—z ijj
Jj=1

s.a,

n+i

Zayxj =b i=123,..m
j=I

X; >0 j=1,2,3,..,n+i
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CAPITULO IV
Dualidade e analise de pos-otimizacio

4.1 Introdugio

Associado a todo o problema de programacao linear, existe outro programa
linear que se designa por problema dual. O inicial designa-se por problema
primal. A partir da solugdo 6tima de qualquer deles (primal ou dual), é pos-
sivel obter a solucdo 6tima do outro. Mais concretamente, o quadro 6timo
do Simplex de um dos problemas fornece explicitamente a solu¢ao o6tima
do outro. Para além desta relag@o, a interpretagdo da solugdo do problema
dual tem importancia fundamental no ambito da analise de sensibilidade e
pos-otimizagdo, conforme iremos ver adiante.

Na sec¢do seguinte, iremos entdo apresentar as regras de construgdo do
problema dual.

4.2 O problema dual

4.2.1 A formalizagio do problema dual

Consideremos o problema de maximizag¢do na sua forma canonica, com m
restrigdes e n variaveis de decisdo, que designaremos por problema primal:
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max z = cix; + cox2 +c3x3 + ...+ Caxn

s.d.

a,x, +a,x, +ax,+ ~+a, x <b

Ay X, +AyyX) + Ay Xy + " +a, x, < Db,

Ay X, + X, +ayx, + 4+ ay, x, < b,
. . . . <

amlxl + am2x2 + am3x3 +ot amnxn S bm

x>0 =123 .n

O problema dual que lhe esta associado ¢ o seguinte:
min w = bju; + bauy + bsuz + . .. + byiinm

s.d.
au, +ayu, +au, +...+a, u, 2c

anu, +ay,l, +a,u, +...+a, u, >c,

m?2

AUy + Ay, + AUy +-o-+a, U, > Cy
a, u, +a,u, +a,u, +...+a, u >c,

u, 20 i=1,2,3,....m

em que os u, sdo designadas por varidveis duais. A construgdo do problema
dual ¢ obtida do primal do seguinte modo:

1. Se o problema primal for de maximizagao, entdo o seu dual sera de
minimizacao (e vice-versa);

2. Cada restrigdo de um dos problemas corresponde a uma variavel do
outro problema;

3. Amatriz dos coeficientes do problema dual [a,] obtém-se transpondo
a matriz dos coeficientes do problema primal;
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CAPITULO V
O modelo dos transportes

5.1 Consideragdes gerais

O problema dos transportes ¢ um caso particular do problema de programa-
¢ao linear geral. O objetivo consiste em transportar um produto disponivel
em diversas origens para um determinado nimero de destinos, presumin-
do-se que sdo limitados os recursos disponiveis nas origens ¢ conhecida a
procura em cada destino.

Embora este problema possa ser resolvido com recurso ao algoritmo do
Simplex, a particularidade da sua estrutura matricial torna possivel a uti-
lizagdo de um algoritmo mais eficaz na determinag@o da solugdo 6tima
do problema.

Neste capitulo, iremos conhecer dois métodos que permitem resolver o
problema dos transportes:

— o método do Stepping Stone;

— o método de Dantzig.
Em qualquer destes dois métodos, partimos sempre de uma solugao admis-

sivel basica e, depois, a partir desta, iremos encontrar outra a qual esteja
associado um custo menor.

Para a determinacao da solugdo basica inicial, dispomos ainda de trés me-
todologias: 0 método do canto do Noroeste, o método do custo minimo e
o método de Vogel. Estes distinguem-se pela maior ou menor proximidade
da solucdo basica inicial da solug¢do 6tima final.
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5.2 A estandardizacio do problema dos transportes

Admitamos que existem m origens ¢ n destinos. Representemos por s, a
quantidade de oferta disponivel na origem i (i = 1,2,3,...,m) e dj a procura
existente no destinoj (j=1,2,3,...,n). Designemos por ¢, o custo de transporte
de uma unidade do produto da origem i para o destino j. O objetivo que se
pretende atingir é determinar as quantidades a transportar da origem i para
o destino j de modo a minimizar os custos de transporte. Se representarmos
porx, a quantidade do produto a transportar da origem i para o destino j, o
problema pode ser formalizado do seguinte modo:

m n
minz=3 > cyx,

i=l j=1
s.d.

n
D ox,<s,, i=123,..m
ij i
j=1

Dox;2d,,j=123,..n
i=1
x,-j20

A estandardizag@o deste problema pode sempre ser efetuada, desde que as
quantidades existentes nas origens igualem as quantidades necessarias nos
destinos.

Com efeito, mesmo que tal ndo se verifique, por exemplo, se as quantidades
existentes nas origens forem superiores as necessarias nos destinos, bastara
criar um destino ficticio para onde serdao transportados, a custo nulo, os
excedentes de cada origem. Mutatis mutandis, se as quantidades existentes
nas origens forem inferiores as necessarias nos destinos. Deste modo, a
fun¢do objetivo ndo vem alterada, pois os coeficientes destas novas variaveis
sdo nulos, com a vantagem de se ficar a conhecer em que origem ficam os
excedentes ou quais os destinos que ficaram por satisfazer.

Consideremos um exemplo para melhor compreender a estrutura de um
problema desta natureza.

Exemplo 5.1

Uma companhia de transportes aéreos tem de decidir sobre as quantidades
de combustivel a adquirir a dois fornecedores. As companhias tém capaci-
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CAPITULO VI
Programac¢ao com numeros inteiros

6.1 Introducio

Ao procurarmos determinar a solugdo 6tima de um problema onde as va-
ridveis s6 podem assumir valores inteiros, ha a tentagcdo de encontrar essa
solucdo, resolvendo o mesmo problema no campo continuo, arredondando
para os valores inteiros mais proximos os valores das variaveis da solugdo
obtida. Ora, tal procedimento pode conduzir a solugdes diferentes da 6tima.

Se, ndo, vejamos o seguinte problema:

max z = 3x; + 2x2
s.a.

Sx; 4+ 28x2<134,4
4,3x; + 2x2<20,64
xi>0 (i=12)

cuja resolugdo grafica sera
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Figura 6.1: Resolugdo grafica

: 4.3x1 + 2x, = 20,64

S5x1+28x,=134,4

No campo continuo, a solu¢do do problema ¢ x, = 2,8 e x, = 4,3. Porém,
se pretendermos encontrar a solucio deste mesmo problema no campo dos
numeros inteiros, arredondando os valores das variaveis da solucdo obtida
para os valores inteiros mais proximos, verificamos que nem (2,4) nem (3,4)
sdo solucdo. De facto, a solugdo inteira 6tima € x, = 3 e x, = 3.

Para resolver este problema, iremos estudar nas sec¢des seguintes um
método de resolugdo de problemas de programagdo linear com niimeros
inteiros desenvolvida por Gomory' e outro denominado branch and bound.

6.2 Programacio com nameros inteiros: método de
Gomory

Seja o problema

1. Ralph Edward Gomory, matematico nascido em Brooklyn Heights, Nova lorque, é co-
nhecido pelos seus trabalhos em investigagdo operacional, nomeadamente, na resolugdo de
problemas com nimeros inteiros.
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CAPITULO VIII
Programacio dinamica

8.1 Introdugio

A programacdo dindmica ¢ uma técnica matematica que permite resolver
alguns problemas de decisdo correntes em investigacdo operacional. Nos
processos de decisdo com estadios multiplos, i.e., processos em que se
tem de fazer uma sucessdo de escolhas — cada uma destas entre uma ou
mais possibilidades —, pode acontecer que a politica 6tima — politica mais
desejada de acordo com um critério predeterminado — seja obtida conside-
rando, separadamente, os efeitos de cada decisdo; em certos casos, porém,
a politica 6tima ndo pode conseguir-se desta maneira. Um exemplo simples
aclarara esta ideia.

Exemplo 8.1

Admitamos que se pretende determinar o caminho entre o terminal A e B (Fig.
8.1) tal que a soma das horas que figuram ao longo do caminho seja minima.

Figura 8.1: Caminho minimo entre duas localidades
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INTRODUCAO A INVESTIGACAO OPERACIONAL

Estamos perante um problema de decis@o com cinco estadios. Fazendo
corresponder a A a origem do percurso e supondo que a politica 6tima se
obtinha considerando separadamente os efeitos de cada decisdo, é evidente
que se partiria do terminal A para a localidade 1 (decisdo 6tima do primeiro
estadio), depois para a localidade 5, seguido da 8 e da 11, finalizando a via-
gem no terminal B, atingindo-se a soma de 18 horas. Ora vé-se facilmente
que esta ndo € a solugdo do problema. O caminho minimo é [A-2 -6 -9
— 12 - B], com soma de 17 horas. A solugdo correta deste problema — e a
de outros problemas de decisdo em estadios multiplos em que a politica
otima nao pode obter-se, considerando separadamente os efeitos de cada
decisdo — pode atingir-se por meio dos métodos da programagdo dinami-
ca. No entanto, deve frisar-se que nem todos os processos de decisdo em
estadios multiplos podem ser resolvidos pela programacao dindmica assim
como nem todos os problemas de programacao dinamica s2o processos de
decisdo com estadios multiplos.

8.2 A teoria da programacio dinamica

Toda a teoria da programacdo dindmica assenta no principio da otimizacdo
de Bellman', que se enuncia nos seguintes termos: uma politica 6tima possui
a propriedade de, qualquer que seja o estado inicial e a decisdo inicial,
as restantes decisoes deverem constituir uma politica otima em relag¢do ao
estado resultante da primeira decisdo.

Se designarmos por:

/. (x) — o resultado de um processo com n estadios que parte do estado x
quando se adota uma politica 6tima;

P — o conjunto de politicas (estados) admissiveis;

r.(x,p) — o resultado do primeiro estddio de um processo n-dimensional
que parte do estado x quando se toma uma decisdo p € P;

x’(n,x,p) — o novo estado resultante da decisdo p;

1. Richard Ernest Bellman (1920-1984) foi um matematico estadunidense, co-
nhecido pela invengdo da programagao dindmica, em 1953, bem como por outras
contribui¢des fundamentais em outros ramos da matematica.
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CAPITULO IX
Gestao de stocks

9.1 Introdugio

Os primeiros estudos quantitativos sobre gestdo de stocks remontam ao
periodo da Primeira Guerra Mundial e sdo devidos a F. Harris, engenheiro
da Westinghouse que escreveu, em 1915, um trabalho intitulado Operations
and Cost. O modelo estabelecido por F. Harris, foi redescoberto, em 1918,
por R. H. Wilson, que foi mais feliz na sua popularizagido, sendo hoje vul-
garmente conhecido por modelo de Wilson.

O primeiro grande tratado sobre problemas de stocks foi publicado em 1931
por F. E. Raymond. Este trabalho teve enorme influéncia no desenvolvimento
dos estudos sobre gestdo de stocks.

Até ao periodo da Segunda Guerra Mundial, os modelos matematicos
utilizados na gestdo de stocks eram, salvo raras excepgoes, de natureza
determinista. Durante a guerra e no apds-guerra comegaram a ser desen-
volvidos numerosos modelos aleatérios, sendo de destacar as contribuigdes
de Massé, em 1946, Arrow, Harris € Marschak, em 1951, Dvoretsky, Kieper
e Wolfowitz, em 1952, e Whitin, em 1953.

Obra muito importante no dominio dos métodos matematicos aplicados a
gestdo de stocks deve-se a Arrow, Karlin e Scarf, que publicaram, em 1958, o
famoso livro Studies in the Mathematical Theory of Inventory and Production.

Fundamentalmente, um stock ¢ um volume de bens (matérias-primas, pro-
dutos intermédios ou produtos acabados) provisoriamente inativos que se
destinam a venda ou utilizagdo futura. O objetivo que deve nortear qualquer
politica de gestdo de stocks devera consistir em evitar quer stocks dema-
siado elevados, envolvendo grande imobilizacdo de capital, quer um nivel
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de existéncias suscetivel de impossibilitar a satisfacdo regular da procura
(ruptura de stock), igualmente com custos associados.

Gerir stocks consiste, fundamentalmente, em determinar as datas e as quanti-
dades a reabastecer, por forma a minimizar uma apropriada func¢ao de custo.

O excesso de stocks em armazém, sejam eles de matérias-primas, produtos
em vias de fabrico ou produtos finais, contribui para diminuir o poder com-
petitivo da empresa, sobretudo pelo impacto que tem nos custos do produto.
A determinacdo das quantidades apropriadas de existéncias para manter em
stock assume, assim, aspeto muito importante ¢ determinante na qualidade de
servico que se deseja dar ao cliente. Niveis de stocks apropriados asseguram
o0 abastecimento normal do processo produtivo e a entrega atempada do pro-
duto final aos consumidores. Se houvesse a garantia de que os fornecedores
entregavam as matérias-primas no seu devido prazo, de que as maquinas
nunca avariavam e de que a previsdo da procura nao sofria de qualquer erro,
entdo, as necessidades de stocks poderiam reduzir-se a zero. Ora, como se
sabe, estas garantias ndo existem; ha sempre um atraso, uma maquina que se
avaria ou um cliente inesperado que € necessario satisfazer. Logo, mais do
que necessario, € desejavel que existam materiais em armazém para que se
possa manter a operacionalidade da unidade de producao e um nivel elevado
de satisfagdo da clientela. Como tal, os stocks devem sempre resultar de
uma tomada de decisdo e ndo de uma acumulacao aleatdria de produtos sem
qualquer racionalidade ou sem conexao com os objetivos da empresa. Se
existe excesso de existéncias numa empresa, € porque foram tomadas mas
decisdes ou entdo porque se verificou uma alteracao significativa na procura
final. Este equilibrio entre manter um volume adequado de existéncias em
armazém, de modo a satisfazer a clientela e, a0 mesmo tempo, reduzir os
custos associados a posse deste stock, ¢ um desafio constante que se coloca
ao gestor, e que nao ¢ facil de satisfazer.

Os stocks sdo muitas vezes medidos em termos da capacidade produtiva,
i.e., 0s responsaveis pela empresa atribuem as quantidades de existéncias
em armazém um determinado niumero de dias de produgdo ou de satisfagdo
da procura. Por exemplo, ¢ vulgar ouvir-se afirmar que a empresa possui em
stock “10 dias de produtos finais”, o que significa que possui em armazém
uma quantidade de stocks suficiente para satisfazer a procura durante 10
dias. Ou entdo que tem em armazém “8 dias de matérias-primas”, dando
assim uma indicagdo de que possui materiais em armazém suficientes para
abastecer o ciclo produtivo durante oito dias.
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CAPITULO X
Filas de espera

10.1 Introdugio

A teoria das filas de espera agrega o conjunto de modelos matematicos es-
tocasticos construidos para o estudo dos fenomenos de espera que surgem
correntemente na vida quotidiana, Nos “guichets” das gares, dos bancos ¢
dos correios, no trafego, enfim, em numerosas situacdes, deparamos com
um fendémeno que se pode caraterizar do modo seguinte:

Certas unidades chegam de maneira aleatoria a um local onde lhes ¢ prestado
um servigo. Nesse local, ha uma ou varias estacdes de atendimento onde
as unidades sdo servidas segundo a sua ordem de chegada e durante um
periodo de tempo aleatério. Se, no momento de chegada ao local de certa
unidade, todas as esta¢des estdo ocupadas, esta tera de ingressar numa fila
de espera, aguardando o momento de ser servida.

O problema econdmico que se pde a propodsito dos fendmenos de espera
consiste na otimizagdo de certa fungdo que geralmente anda associada aos
custos envolvidos no fenémeno e a eficiéncia do servico. Essa otimizagdo
traduz-se, por exemplo, na modifica¢do do nimero de estagdes, na alteracao
do tempo médio de servigo numa ou mais esta¢des, na parti¢ao de uma fila
ou na reunido de varias, etc.

A ocorréncia de filas de espera ¢ um dos acontecimentos mais observaveis
diariamente. O fenémeno de “espera” também se encontra associado aos
mais diversos processos operacionais nas empresas, nomeadamente quando
um produto ou encomenda tem de esperar para transformagdo numa deter-
minada maquina ou sec¢do de fabrico. Como dissemos, 0 mesmo se passa
no setor dos servigos, onde deparamos também com situagdes de espera,
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como, por exemplo, numa central de telefones onde as chamadas aguardam
a sua vez para serem atendidas, nas urgéncias de um hospital ou ainda nas
caixas de um banco onde os clientes aguardam para serem atendidos. Estes
sd0 apenas alguns exemplos de situacdo em que nos deparamos com filas
de espera e que ilustram a frequéncia da sua ocorréncia e, por conseguinte,
o interesse em analisar este tema numa perspetiva analitica. As questoes re-
lacionadas com filas de espera sdo de natureza probabilista, denominando-se
os resultados que se obtém da analise as filas de espera por caracteristicas
operacionais, pelo facto de se referirem a determinadas especificidades
dos processos, como, por exemplo, o tempo médio de espera na fila ou
a probabilidade de um cliente ndo ter de esperar, que sdo utilizadas pelos
responsaveis de uma organizagdo para tomar decisoes.

Associados as caracteristicas operacionais estdo habitualmente custos,
como, por exemplo, o de perder um cliente por ndo ser atendido num tempo
por ele considerado razoavel, ou os aumentos de custos devido a acumulagéo
de produtos em vias de fabrico que aguardam para ser transformados ou
ainda os custos ocorridos com as maquinas de uma sec¢ao quando estdo
paradas.

De um modo geral, ndo se coloca o problema de otimiza¢do quando se ana-
lisa um problema de filas de espera, o que esta em causa ¢é a determinagdo
das caracteristicas operacionais do sistema que se pretende estudar. Para o
efeito, existem diversos tipos de modelos. Neste capitulo, iremos apenas
estudar aqueles que sdo utilizados em dois contextos com os quais mais nos
deparamos na vida pratica —um onde apenas existe um posto de atendimento
(servidor) aos clientes e outro onde existe mais do que um.

10.2 Inputs para a analise das filas de espera

E através da analise do contexto em que se desenrola o problema das filas
de espera que sdo obtidas as carcteristicas operacionais do sistema. Cabe
ao decisor estabelecer inicialmente as condi¢des importantes que o sistema
deve possuir, de modo a poder atuar sobre os elementos que influenciam as
carateristicas operacionais do sistema. O decisor pode definir, por exemplo,
o numero maximo de clientes tolerados na fila de espera, ou o tempo ma-
ximo que os servidores deverdo estar desocupados. Estas condi¢des devem
ser quantificadas, por exemplo, o nimero de clientes no sistema nao devera
exceder as cinco unidades em 90% dos casos (nimero de clientes em espera
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CAPITULO X1
Teoria dos jogos

11.1 Generalidades

As situagdes concorrenciais caracterizam-se pelo facto de dois ou mais
individuos tomarem decisdes em situagdes que envolvem conflito de inte-
resses. Ora, na vida diaria, surgem numerosas situagdes de concorréncia em
dominios como o econémico, social, politico, militar, etc.

A teoria de jogos de estratégia ou, simplesmente, teoria dos jogos € o ramo
das matematicas que permite abordar o estudo de tais decisoes.

Um jogo ¢ um conjunto de regras que governam o comportamento de dado
nimero de individuos ou grupos de individuos, denominados jogadores.
Essas regras devem especificar:

a) As alternativas entre as quais os jogadores fazem a escolha em cada
fase da partida (realizacdo do jogo);

b) A informacdo disponivel para cada jogador quando faz uma escolha;

¢) O pagamento a cada jogador depois de terminada a partida.

Entende-se por estratégia de um jogador a regra de decisdo que ele utiliza
para fazer a escolha entre as alternativas que se lhe oferecem.

Ha varios critérios para fazer a classificacdo dos jogos. Assim, atendendo
ao numero de jogadores, ha jogos de duas pessoas, trés, n pessoas. Deve
notar-se, no entanto, que, quando se fala de um jogo de » pessoas, referimo-
-nos ndo necessariamente as n pessoas que nele participam mas sim a que
os participantes se dividem em n grupos de interesses opostos.

Num jogo, terminada a partida, faz-se, em geral, a transferéncia entre os
jogadores das quantias previamente fixadas pelas regras do jogo. Interpre-
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tam-se os ganhos e perdas de um jogador como pagamentos que lhe sdo
feitos, positivos, no primeiro caso, negativos no segundo. Os jogos dizem-se
de soma nula ou de soma ndo nula (ou significativa), consoante ¢ nula ou
ndo a soma algébrica dos pagamentos.

Também se classificam os jogos de acordo com o numero de alternativas que
se oferecem a cada jogador. Se sdo em ntimero finito; o jogo diz-se finito,
se sdo em numero infinito, o jogo diz-se infinito.

11.2 Jogos finitos de duas pessoas com soma nula

Os jogos finitos de duas pessoas com soma nula revestem-se da maior
importancia ndo s6 porque os jogos de n pessoas com soma significativa
se podem reduzir a jogos de n+1 pessoas com soma nula (através de um
jogador ficticio) mas também porque a teoria dos jogos de n pessoas com
soma nula se baseia na dos jogos do mesmo tipo entre duas pessoas.

Um jogo finito com duas pessoas A e B fica perfeitamente caracterizado por
um par de matrizes. As linhas para cada matriz representam as alternativas
que se oferecem a A; as colunas representam as alternativas que se oferecem
a B; os elementos sdo os correspondentes pagamentos a A, para uma matriz,
e a B, para a outra matriz.

Num jogo com soma nula, o elemento situado na linha i e coluna j da matriz
dos pagamentos de B ¢ o simétrico do elemento homodlogo da matriz dos
pagamentos de A (Fig.11.1):

Figura 11.1: Matriz dos pagamentos de A e matriz dos pagamentos de B

ajp 412 .. —aiq —Q12 ... —Qin
a1 Ay _a21 —dyy ... —Qyn
Am1 Am2 —Am1 —Umz ... —Amn

Na pratica, omite-se geralmente a matriz dos pagamentos de B. Uma estra-
tégia s6 podera ser elaborada depois da escolha de um critério que traduz
a atitude do jogador.

Supondo que os jogadores A e B sdo inteligentes e prudentes, o jogador A
escolhera a linha na qual o seu ganho mais pequeno ¢ maximo e o jogador
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CAPITULO XII
Simulacao

12.1 Generalidades

Nao existe uma defini¢@o geralmente aceite de simulagdo. No entanto, num
sentido lato, pode-se dizer que a simulag¢ao ¢ uma metodologia para realizar

experiéncias, utilizando um modelo do sistema real'.

Enquanto o modelo representa o sistema, a simulagao imita-o por meio de
experimentacao realizada sobre o modelo. Portanto, a simulagdo €, no fundo,
um modo de manipular um modelo de certo sistema real. Em principio, todos
os fendmenos reais que podem ser estudados por métodos de simulagdo
podem também ser analisados recorrendo a experimentacdo direta. Mas, na
pratica, pode ser impossivel ou dificil realizar experiéncias sobre o proprio
sistema que se pretende examinar. Os processos de simulagdo podem ser
classificados em trés tipos fundamentais, atendendo ao tipo de modelo que

¢ utilizado. Assim, a simulagdo pode ser iconica, analdgica ou simbdlica.

A simulag@o iconica é a manipulagdo de um modelo iconico sob condi¢des
reais ou iconicamente representadas. Este tipo de simulagdo ¢ largamente
utilizado em problemas que envolvem a constru¢ao ou produgao de um ob-

jeto. Por exemplo, um teste de um pequeno modelo fisico de uma aeronave

1. O sistema ¢ um conjunto de elementos (ou componentes) que tém certas caracteristicas
(ou atributos) e se encontram inter-relacionados. Por exemplo, uma fabrica ¢ um sistema com
maquinas e pessoas como elementos; a economia nacional é um sistema cujos elementos
sdo os produtores e os consumidores.
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num tunel de vento ¢ uma simula¢do iconica; a construgado e funcionamento
de fabricas-piloto, processo comum na industria quimica, constitui outro
exemplo.

A simulagdo analdgica envolve a manipulagdo de um modelo analogico
(elétrico, mecanico, hidraulico, etc.). Por exemplo, na London School of
Economics foi construido um modelo hidraulico de economia britdnica — o
MONIAC— que pode ser utilizado para simular o efeito de certas politicas
monetarias do Governo. O largo emprego de computadores analogicos,
particularmente no delineamento e controlo de processos de produgdo
continua, envolve este tipo de simula¢do. No estudo de processos de fila de
espera, a chegada de clientes as estacdes de servigo tem sido simulada por
dispositivos que emitem aleatoriamente particulas radioativas.

A simulagdo simbolica envolve a manipulagdo numérica de um modelo ma-
tematico, quando ¢ dificil ou impossivel a utilizacdo de métodos analiticos
para obter a solucdo do modelo.

Assume hoje grande importancia a simulag@o que envolve a participag@o do
elemento humano e que tem por objetivo o treino do pessoal na tomada de
decisdes, designadamente quando esse pessoal se destina a utilizar certos
tipos de equipamento. Esse tipo de simulagdo € vulgarmente conhecido por
processo de treino por simulagdo, podendo ser utilizada qualquer das trés
categorias de modelos indicadas anteriormente. Como exemplo bem conhe-
cido, temos a simulag@o de voo largamente utilizada no treino de pilotos da
aviacdo. Sao também exemplos notaveis os chamados jogos operacionais
que sao utilizados no estudo de situagoes de conflito de interesses (caso dos
jogos de empresas e dos jogos militares).

A simulagdo pode recorrer ou nao a métodos probabilistas. No primeiro caso,
a simulacao diz-se aleatoria (ou estocastica), sendo também frequentemente
designada por método de Monte Carlo; no segundo caso, a simulacao diz-se
determinista. Tanto num caso como no outro, a simulagao pode respeitar a
um fendmeno certo ou aleatorio.

Devido a grande importancia de que se reveste a simulagdo aleatéria na
investigagdo operacional, vamos seguidamente dedicar especial atencdo
ao seu estudo.
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ANEXOS
Tabelas

Tabela A - Distribui¢cio Normal Estandardizada

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 .0000 .0040  .0080  .0120  .0160  .0199  .0239  .0279  .0319  .0359
0.1 .0398  .0438 .0478  .0517 .0557 .0596  .0636  .0675 .0714  .0753
0.2 .0793  .0832 .0871  .0910  .0948  .0987  .1026 ~ .1064  .1103  .1141
03| .1179 1217 1255 1293  .1331 1368 1406 .1443 1480  .1517
0.4 .1554 1591  .1628  .1664  .1700  .1736  .1772  .1808  .1844  .1879
0.5 .1915 1950  .1985  .2019  .2054  .2088  .2123 2157 2190 2224
0.6 .2257 2291  .2324 2357 2389 2422 2454 2486 2518  .2549
0.7] 2580 2612 2642 2673 2704 2734 2764 2794 2823 2852
0.8 .2881  .2910  .2939 2967  .2995 3023  .3051 .3078  .3106  .3133
09| 3159 3186  .3212 3238 3264 3289 3315  .3340 3365  .3389
1.0| 3413 3438 3461 3485 3508 3531 3554 3577 3599 3621
1.1| 3643 3665 3686  .3708 3729 3749 3770 3790 3810  .3830
1.2 3849 3869  .3888  .3907 3925 3944 3962 3980 3997 4015
1.3 | 4032 4049 4066 4082 4099 4115 4131 4147 4162 4177
1.4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319
1.5| 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4429 4441
1.6 | 4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545
1.7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4633
1.8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4699 4706
1.9| 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 @ 4767
20| 4772 4778 4783 4788 4793 4798 4803 4808 4812 4817
2.1 | 4821 4826  .4830  .4834 4838 4842 4846 4850 4854 4857
22| 48061  .48064 4868  .4871 4875 4878 4881 4884 4887  .4890
23| 4893 4896 4898 4901  .4904 4906 4909 4911 4913 4916
24| 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 4936
25| 4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 4949 4951 4952
2.6 4953 4955 4956 4957 4959 4960 4961 @ 4962 4963 4964
27| 4965 4966 4967 4968 4969 4970 4971 4972 4973 4974
28| 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980  .4981
29| 4981 4982 4982 4983 4984 4984 4985 4985 4986  .4986
3.0 4986 4987 4988 4988 4988 4989 4989 4989 4990  .4990
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Tabela B - distribuicdo de Poisson

Os valores da tabela correspondem as probabilidades acumuladas

P(X <k)=) p(x)

para diferentes valores do parametro p.

n
k| .10 20 30 40 50 1.0 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0
0 | 905 .819 .741 .670 .607 .368 .223 .135 .082 .050 .030 .018 .011 .007 .004 .002
1| .995 982 .963 938 910 .736 .558 .406 .287 .199 .136 .092 .061 .040 .027 .017
2 [1.000 .999 .996 .992 .986 .920 .809 .677 .544 423 321 .238 .174 .125 .088 .062
3 1.000 999 998 981 .934 .857 .758 .647 .537 .433 342 265 202 .151
4 11.000 996 981 .947 .891 .815 .725 .629 .532 .440 .358 .285
5 999 996 .983 .958 916 .858 .785 .703 .616 .529 A,4(
6 1.000 .999 .995 .986 .966 .935 .889 .831 .762 .686 .606)
7 1.000 .999 .996 .988 .973 .949 913 867 .809 .744
8 1.000 .999 .996 .990 .979 .960 .932 .894 .847
9 1.000 .999 .997 .992 983 .968 .946 .916
10 1.000 .999 .997 .993 .986 .975 .957
11 1.000 .999 .998 .995 .989 .980
12 1.000 .999 .998 .996 .991
13 1.000 .999 .998 .996
14 1.000 .999 .999
15 1.000 .999
16 1.000
17

18

19

20
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