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A analise funcional da-nos um conjunto de ferramentas matematicas importantes para ex-
plorar do ponto de vista teérico, experimental e numérico os sistemas da Fisica e da Enge-
nharia. As suas técnicas sdo particularmente uteis na determinacao e no estudo de solugoes
de equagdes as derivadas parciais, na teoria dos operadores e das fungdes generalizadas ou
distribuicGes, na construcao de algoritmos de integracdo numérica e de processamento e
analise de sinais.

Os primeiros seis capitulos deste livro sdo uma introdugao informal a analise funcional,
incluindo a analise de Fourier. O objetivo foi o de fazer um primeiro contacto com a teoria
da medida e da integracdo, sem alguns dos seus aspetos mais formais. Do capitulo 7 ao
capitulo 13, estudam-se as equagdes das ondas, do calor e a classe das equagoes de Laplace,
assim como as técnicas mais usadas na obtengao das suas solugdes. No tltimo capitulo,
estudam-se os solitdes, como exemplo de ondas nao lineares. No Apéndice A resumem-se
alguns resultados da teoria dos residuos e no Apéndice B ddo-se indicagdes para a resolucao

dos exercicios.

Este texto resultou do ensino das Técnicas Matematicas da Fisica no curso de Engenharia
Fisica do Instituto Superior Técnico. E um texto bésico e que serve de fundacio as técnicas
modernas da Fisica que se desenvolveram a partir dos anos vinte do século xx. A escolha das
matérias teve em conta as necessidades técnicas basicas e a linguagem das varias disciplinas
da Fisica e da Engenharia. Os assuntos lecionados sdo comuns a todas as areas da Fisica
que se faz dos nossos dias e ndo se sobrepéem a assuntos mais especificos, como sejam o
estudo das equagdes de Maxwell, de Schrédinger ou de Navier-Stokes. O estudo destas
equagodes ¢ feito em detalhe em cadeiras mais especializadas.

Finalmente, agradeco aos editores da IST Press pelas revisoes cuidadas dos varios assuntos
aqui abordados. Agradeco ainda a todos os alunos que, ao longo dos anos, me deram
sugestdes importantes relativamente aos textos e as matérias aqui expostas. A todos eles
estou sinceramente agradecido. Falhas ou gralhas que ainda tenham resistido sao da minha

inteira responsabilidade.

Lisboa, julho de 2019












MEDIDA E INTEGRACAO: O INTEGRAL DE LEBESGUE

Introduzem-se os conceitos de dlgebra-o, medida de um conjunto, conjunto de medida nula, fungao
mensurdvel, medida de Lebesgue e de Hausdorff. Faz-se uma revisdo de alguns resultados da teoria
da integragdo de Lebesgue e sdo discutidos o teorema de Lusin, o teorema de Lebesgue da convergéncia

dominada e o teorema de Fubini para integrais miltiplos. Introduz-se o conceito de dimensao fractal.

1.1 CONJUNTOS E FUNCOES MENSURAVEIS

O conceito de medida de um conjunto generaliza as definigdes de comprimento, area e
volume, estd na base da construgao dos espagos de fungoes e da teoria da integracdo de
Lebesgue.

Em linhas gerais, o conceito de medida introduz-se através de um conjunto de axiomas
que caraterizam as familias de conjuntos mensurdveis de um espaco. Este conjunto de axio-
mas define uma estrutura designada por dlgebra-o. Um processo axiomatico idéntico esta
na origem do conceito de conjunto aberto que é fundamental no estudo das fungoes con-
tinuas. Neste caso, a caraterizacdo dos conjuntos abertos ¢ feita através da introducao de
axiomas que definem uma topologia sobre o espaco. Este tipo de construgdes axiomaticas
sao familiares da algebra e estendem-se, naturalmente, a analise.

Topologia Axiomas Algebra — o

Conjuntos Abertos Definigies Conjuntos Mensuraveis

1 i

Funcgdes continuas Definigies Fungdes mensuraveis

Comece-se por relembrar o que é uma topologia e como se chega naturalmente aos con-
ceitos de conjunto aberto, de conjunto fechado e de funcao continua. Consideremos um
conjunto X e uma familia de subconjuntos de X que se designa por 7. Representa-se o
conjunto vazio pelo simbolo 0. Diz-se que 7 é uma topologia sobre X se se verificarem

as condi¢oes ou axiomas:

) X,0eT.

'O conjunto vazio ndo tem clementos.
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4 | CONJUNTOS E FUNCOES MENSURAVEIS

i) Se ABeT,entaio ANBeT.

iii) Se {Aq} é uma familia arbitraria de elementos de 7, entdo U, A, € 7.

Verificados os trés axiomas anteriores para a familia 7, diz-se que 7 ¢ uma topologia sobre
X ou que (X,7) é um espago topoldgico. Quando se subentende uma topologia sobre X,
diz-se simplesmente que X é um espago topolégico. Por defini¢ao, os elementos de T sao
designados por conjuntos abertos.

Na topologia dos abertos, podem-se definir conjuntos fechados. Um conjunto C' é fechado
no espaco topoldgico X, se C~ := X —C ¢ aberto. O conjunto C'~ designa-se por conjunto
complementar de C' em X . Deste modo, tem-se que X ¢ (J sdo simultaneamente conjuntos

abertos e fechados.

Por exemplo, em R? como espago métrico, para a familia de bolas abertas de centro 0 e
raio 1/n, B(0,1/n) = {x € R? : 22 + 23 < 1/n?}, tem-se que N, B(0,1/n) = {0} e
N ,B(0,1/n) = B(0,1/m). Entdo, a interse¢do infinita de abertos pode nio ser aberta
mas a intersecao finita de abertos é sempre um conjunto aberto. Estdo assim justificadas
as escolhas feitas nos axiomas 1i) e 1i1) para a distin¢do entre conjuntos abertos e fechados.

A continuidade de uma funcdo é uma propriedade topoldgica. Seja uma fungdo f : X —
Y em que X e Y s3o espacos topologicos, diz-se que f é uma fungdo continua num ponto
zo € X, se a pré-imagem de qualquer conjunto aberto que contenha f(zo) ¢ um conjunto
aberto que contém xg. Isto é, f~1(V) é um aberto de X, sempre que V é um aberto de Y,
desde que f~1(V) e V contenham zg e f(x¢), respetivamente. Pode-se demonstrar que esta
definicao de funcdo continua é equivalente, para funcoes reais de variavel real, a definicio
usual dos ¢ e §§ (Exercicio 1.2).2 O inverso da defini¢io anterior nio é verdadeiro. Isto ¢,
pode-se ter uma funcdo continua cuja imagem de um conjunto aberto nao ¢ um conjunto

aberto. Tome-se, por exemplo, a fungdo constante sobre o conjunto dos reais.

Analogamente ao que foi feito para os conjuntos abertos, introduza-se o conceito de con-
junto mensuravel. Seja um conjunto X e uma familia de subconjuntos de X que se designa
por A. A familia de conjuntos A ¢ uma dlgebra-o sobre X se se verificarem as trés condigdes:

) X eA

2Uma funcio f(x) : X = R™ — Y = R™ ¢é continua no ponto zg € X se, para todo o € > 0, existe um § > 0,
tal que, |z — zg| < 6, implica que |f(z) — f(zg)| < &. E usual escrever esta defini¢io do seguinte modo,

(Ve>0)(35>0) (Vaex)lz — ol <6 = |f(z) — fzo)| <e

ed = d(g). Afungdo f é continua no espago topoldgico X se ¢ continua em todos os pontos do seu dominio.
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i) Se A € A entdo A~ € A.

iii) Se {4, } é uma familia finita ou numeravel de elementos de A, entdo U, 4,, € A.

Um conjunto X juntamente com uma algebra-o designa-se por espago mensurdvel e represen-
ta-se por (X, A). Por defini¢io, os elementos de A designam-se por conjuntos mensuraveis.
Se existirem subconjuntos de X que ndo pertencem a A, este conjuntos nao sao mensura-

veis. Muitas vezes, designa-se por X o espago mensuravel sem indicar a algebra-o.

Das trés condicoes anteriores decorre que o conjunto vazio () pertence a A, pois X~ = .
Nas algebras-o, as interse¢des finitas ou numeraveis estdo sempre em A. Ora veja-se. Se
{A,} é uma familia finita ou numeravel de elementos de A, entao

Mdn = (NnAn)” = (Und,) €A,

pois U, A, € A.

Em geral, ¢ dificil caracterizar os elementos de uma algebra-o e, por isso, recorre-se a téc-
nicas construtivas. Pode-se gerar uma algebra-o a partir de uma familia de subconjuntos
de X, juntando novos elementos através de unides, intersegdes ¢ de passagens ao comple-
mentar, no maximo numa infinidade numeravel. Isto motiva a definigao de gerador de uma
algebra-o: uma algebra-o ¢ gerada por um conjunto S se todos os elementos da algebra-o
se podem obter por operac¢des de unido e interse¢do, no Maximo numeraveis, e passagens

ao complementar de elementos de S.

Designando por § uma familia de subconjuntos de X, escolhem-se todas as algebras-o que
contém S. De facto, existe pelo menos uma algebra-o que contém S que € o conjunto de
todos os subconjuntos de X. A élgebra-o gerada por S ¢ a menor algebra-o que contém S e

pode ser obtida pelas interse¢oes de todas as algebras-o que contém S.

Se X é um espaco topologico, designe-se por B a algebra-o gerada pelos conjuntos abertos
de X — dlgebra-o de Borel. Assim, B contém conjuntos abertos e fechados. Os elementos
de B sao designados por Borelianos.

Se X =R, a algebra-o dos Borelianos pode ser gerada pela familia de conjuntos abertos
S={(a,+0):a€R}.

Se X =R" ou X = C", a algebra-o canodnica ¢é a algebra-o de Borel gerada pelos abertos
“semi-infinitos” de X.
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No conjunto dos nimeros reais R, com a topologia candnica, o intervalo [a,b] é fechado,
o conjunto (a,b) é aberto e (a,b] ndo é nem aberto nem fechado. O conjunto (—o0,b) é
aberto e (—00,b] é fechado.

Qualquer intervalo ou familia de intervalos da reta pode ser obtido através de intersegdes,

unides ou passagens ao complementar de elementos de S:

@, 400) = () (@, +o0)

(~00,a) = [a,+00)

(a,b) = (—o0b) ) (a,+o0)

[a, b] = Jla,+ ) ﬂ (—o00,b] = [a, + 00) ﬂ (b, +o0)”.

Mostrou-se, assim, que [a, + 00), (—o0, a), (a,b) e [a, b] pertencem a algebra-o de Borel de

R, sendo, portanto, conjuntos mensuraveis.

Uma fungao real, f: X — R, em que X é um espaco mensuravel, diz-se mensurdvel se,

para todo o real a, os conjuntos
A, ={z: f(z) > a}

sdo mensuraveis. Isto é, A, pertence a algebra-o de X.

Se, para todo o ¢ € R, os conjuntos A, estdo na algebra-o de X, entdo os conjuntos,
{z: f(z) > a}, {z: f(z) < a} e {z: f(x) < a} também pertencem a algebra-o de X.
Pode-se partir de qualquer dos conjuntos anteriores para definir a mensurabilidade de uma
funcdo, pois

@ za) = (o f@)>a—1)
{z: f@) <a} = {2: f(2)>a}"
{z: f@)<a} = {z: f(z)>a}".

Vejam-se exemplos de fun¢Ges mensuraveis.

Funcio carateristica ou funcio indicatriz de um conjunto. Seja (X, 4) um es-
pago mensuravel e seja A um subconjunto de X. Seja a funcao

1 sexeA
0 sexdA.
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Entao, tem-se que

0 sea>1
{z:xa(x)>a}=< A se0<a<1
X sea<0

e xa(z) é mensuravel se, e somente se, A pertence a algebra-o de X. Se o conjunto A
¢ mensuravel, x4(z) é uma fun¢do mensurdavel. A funcio x(z) designa-se por fun¢io
indicatriz do conjunto A.

Fungido simples. Seja f: X — R ou C e suponha-se que f(z) assume um namero
finito de valores ay, ... ,an, quando x percorre X. Nestas condi¢des, existem conjuntos
A1, ..., A,, definidos por

Ai={reX: f(z)=a;}.

Entio, pode-se representar a funcio f(z) por

(z) = Z aix A, (x)

e f(z) designa-se por fun¢io simples. A funcio simples f(x) é mensuravel se, e somente

se, os conjuntos A; pertencem a algebra-o de X.

Se f e g sdo fungdes mensuraveis e { f, }n>0 é uma sucessao de fun¢des mensuraveis que

converge para f, ponto a ponto, ¢ facil mostrar que:

a) |f| ¢ mensuravel.
b) Supn fn(x)a lnf’n fn(m); hmn fn(x)a hmn sup fn(l') = infnzl(SUpkzn fk) €

liminf f,,(z) = sup 1nf fk( )

n>1
sao fun¢des mensuraveis.

c) fg, f+gel/f, com f(x) # 0, sdo fungdes mensurdveis.

Estas propriedades decorrem dos axiomas que definem as algebras-o e das relagSes entre

as operagoes da teoria dos conjuntos. Por exemplo, com

{z: [f(2)] > a} —{m' f(x) >atU{z: f(z) < —a}
{z :sup fn(z) > a} U{x fn(x) > a},

7
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0.6 0.6 0.6
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Figura 1.1 Decomposigio de uma fun¢do como uma diferenga de fungdes positivas,

fl@) = fH (@) = ().

a mensurabilidade de | f(z)| e de {z : sup f,,(x) > a} decorre dos axiomas das dlgebras-o.
As restantes propriedades demonstram-se de maneira analoga (Exercicio 1.3).

Seja f uma fungdo real, f : X — R, e definam-se as fungdes f*(z) = max{0,f(z)}
e f7(z) = —min{0,f(x)}. Assim, tem-se que f(z) = fT(x) — f~(z), em que f*(z)
e f~(z) sdo ambas fungdes positivas (figura 1.1). No que se segue e se refere a fungdes
reais mensuraveis, sem perda de generalidade, pode-se restringir a analise as funcoes reais
positivas.

Estabeleca-se uma relacio entre funcdes simples e fungdes mensuréaveis. E sempre possivel
determinar uma sucessio de funcdes simples { f,,} que converge para f, lim,_, fn(z) =
f(z), para todo o z € X. Suponha-se que f > 0 ndo é uma funcio simples e escolham-se

os conjuntos

En,i {I:Z2n Sf(x)<22n}a 7':1727712”

F, ={z: f(z) >n},

(1.1)

comn =12 .... Seja a funcao
i1
Fule) = 30 o v ) 4, (). 12)
i=1

Por construcao, f,, — f, ponto a ponto. Por outro lado, se f é mensuravel, também as
funcoes f, o sdo e {f,} é uma sucessdo de fungdes simples que converge para a fungido
positiva f(z). No caso em que a func¢do f toma valores positivos e negativos, a decomposi-
¢ao em fungdes simples é aplicada as fungdes positivas f e f~. Assim, dada uma fungao
mensuravel f, é sempre possivel construir uma sucessao de funcoes simples, convergente

ponto a ponto para uma fungao mensuravel f.
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1/1x| n=1 1/1x| n=3

Figura 1.2 Aproximagdes a fungio f(z) = 1/|z|, com & € R, através das fungdes simples fr (x) definidas
m (1.1) e (1.2). Em a), escolheu-se n = 1. Em b), escolheu-se n = 3.

Na figura 1.2 estdo representadas aproximacdes com fungdes simples a funcido f(z) =
1.2 MEDIDA DE LEBESGUE

Seja o espago mensuravel (X,A) e seja uma fungio de conjuntos p: A — RY em que
R = R U {+oo} — u é uma fungio nio negativa. A funcio yu é aditiva-o em relagio a

algebra-o A se se verificarem os axiomas seguintes:

a) u(0) = 0.

b) Se A, € Ae A;NA; =0, paratodo 07 # j, entdo pu (UpA,) =, w(An).
Nestas condicdes, p é uma medida sobre A e (X, A,p) é um espago de medida. A &lgebra-o A
¢ 0 dominio da medida px.

Uma consequéncia imediata da defini¢io de medida é que, se A C B, entdo p(A) < u(B).
Como B =AU (B — A), tem-se que p(B) = p(A) + u(B — A) > p(A).

Seja o espaco euclidiano R¥. Um k-intervalo ou k-cubo I é um conjunto de pontos de R¥

cyjas coordenadas verificam
a; sz Sbi,comi:1,2,...7k.

Um k-cubo pertence a algebra-o de Borel de R¥, sendo, portanto, um conjunto mensuré-
vel. Por defini¢do, o k-volume de I ou volume a k dimensdes é

K
UI) = H (bi —ai).

i=1

9
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Uma familia de conjuntos {I;} ¢ uma cobertura de 4, se A C U;I;. Seja entdo A um
subconjunto de R¥ e suponha-se que A C U, I, em que os I; sdo k-cubos de uma cobertura
de A, no maximo contavel. A medida exterior de A é

WA = inf ST,

coberturas 4—

em que o infimo é tomado sobre todas as coberturas finitas ou numeraveis de A.
Designando por K um subconjunto fechado contido em A, entdo a medida interior de A
é

pix(A) = sup p*(K),

KCA

onde o supremo ¢ tomado sobre todos os conjuntos fechados contidos em A. Diz-se que o

conjunto A é mensurdvel a Lebesgue se
pr(A) = pa(A) = p(A)

e pu(A) designa-se por medida de Lebesgue de A. A medida de Lebesgue de um conjunto é
invariante para translagoes, p(z + A) = u(A). Desta propriedade resulta:

Teorema 1.1 ([Stein e Shakarchi, 2005])

Na dlgebra-c de Borel de R¥ existe uma medida inica i, tal que, para qualquer k-intervalo I,
k
p(D) =[] b —ai).
i=1
A fungdo positiva 11 é a medida de Lebesgue e todos os conjuntos de Borel sdo mensurdveis a Lebesgue.
Todos os Borelianos sao mensuréaveis a Lebesgue, mas nem todos os subconjuntos de R*

sao mensuraveis a Lebesgue. De igual modo, existem conjuntos mensuraveis que nao sao

Borelianos.

Para a construcio da medida de um conjunto qualquer recorre-se a nogao de conjunto ele-
mentar. Um conjunto de R¥ ¢ elementar se pode ser descrito como a unido finita de k-cubos,

disjuntos dois a dois.

Um conjunto A C R¥ é mensuravel a Lebesgue se, para todo o £ > 0, existe um conjunto

clementar B tal que

W (AAB) == ' (A~ B)U(B - A) <<,
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em que AAB ¢ a diferenca simétrica entre A ¢ B. Entdo, os conjuntos mensuraveis a
Lebesgue sao os conjuntos que sdo bem aproximados por unides de k-cubos.

Os espagos euclidianos (R*, B, 1), em que B ¢ a 4lgebra-o de Borel ¢ p1 ¢ a medida de
Lebesgue, sdo espacos de medida com as nogdes gerais de comprimento, area, volume, et..

Outro exemplo de espacos de medida sdo os espagos de probabilidade.

Seja (X,A,u) um espago de medida sujeito a condicdo p(X) = 1. Assim, (X,A4, p) é um
espago de probabilidade e 1 ¢ uma medida de probabilidade.® Por exemplo, ([0,1], B, uy ) ¢
um espago de probabilidade, em que p7, ¢ a medida de Lebesgue e a algebra-o de Borel B

¢ gerada por todos os intervalos abertos, fechados ou semi-abertos de [0,1].

Seja o espago de probabilidade ([0,1], 8, u1.) e [a,b] um intervalo contido em [0,1]. Uma
variavel aleatéria x; ¢ uma funcao do tempo, discreto ou continuo, que assume valores num
certo conjunto. A varidvel aleatoria x; que assume valores no intervalo [0,1] é equidistribuida,
se a probabilidade de ocorréncia de x; € [a,b] é igual & medida de Lebesgue do intervalo
[a,b]: P(x: € [a,b]) = (b — a) (veja-se também o teorema 5.6). Sendo p(z) a densidade de
probabilidade da variavel aleatéria x;, tem-se que

Pz € [ab]) = /ab p(z)dr = /ab ldze=b—a

e afungio p(z) = 1 estd associada a medida de Lebesgue. Muitas vezes associa-se a medida
da Lebesgue, py ([a,b]) = (b — a), com a densidade de probabilidade p(z) = 1.

Com estas defini¢des, pode-se construir um algoritmo para a determinacdo de areas. Seja
N o ntmero de pontos equidistribuidos no interior de um retangulo ), com lados de com-
primento a e b. A area ou medida de Lebesgue de @) é

1p.(Q) :/Oa /Obda:dy:ab.

Seja S um subconjunto de Q. Dada uma sequéncia de pontos {a;}¥; equidistribuidos no
retangulo @, no limite N — oo, tem-se que

3Probabilidade é a medida da possibilidade de ocorréncia de um acontecimento.

11
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Seja Ng o nimero de pontos da sucessdo {a; } que estdo no interior de S (figura 1.3). Entdo,

N,
areade S = py (Q)P(a; € §) ~ abWS .

Figura 1.3 Método de Monte Carlo para a determinagio de areas e integrais em R®. A razdo entre o
nimero de pontos no interior de S e o namero total de pontos no retingulo () é proporcional a razao entre as
areas de S e de Q.

Esta técnica designa-se por método de Monte Carlo e ¢ particularmente util para a de-
terminagao numérica de integrais em R¥. Por exemplo, seja f : R¥ — R uma fun-
¢do ndo negativa, o seu integral sobre um conjunto mensuravel A C R* pode ser de-
terminado da seguinte maneira: seja a sequéncia de pontos {a} = {aj,a2,...,ay} com
a; = (1,0 k,Yi) € R¥+1 em que (@i1,..ain) € A CL <y; < Cq Cy =ming f
e Co = maxy f. Se {a} é uma sequéncia de pontos equidistribuida em A x [C},C5], seja
N; o namero de elementos de {a} para os quais f(a;1,...,a; n) < y;. Entdo, tem-se que

Jaf = p(A)(Cr + (C2 — C1)N1/N).

1.3 CONJUNTOS DE MEDIDA NULA

Os conjuntos de medida nula tém um papel importante na construgao do integral de Le-
besgue (seccao 1.4) e na teoria dos espagos de fungdes (Capitulo 2).

E possivel encontrar conjuntos de medida de Lebesgue nula e com a poténcia do continuo.
Um exemplo deste tipo de conjuntos é o conjunto ternario de Cantor.

Para construir o conjunto ternario de Cantor, subdivide-se o intervalo [0,1] em trés partes
iguais e retira-se o conjunto aberto (1/3,2/3) (figura 1.4). A cada um dos intervalos [0,3] e
[2,1] retira-se um intervalo aberto de comprimento igual a um tergo do comprimento do
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C, © 1

Ci 1/3 2/3

C, 1/9 2/9

Figura 1.4 Construgio iterativa do conjunto ternario de Cantor, Coo = ﬂ:ozo Chn.

intervalo inicial. Repetindo este procedimento, obtém-se a sucessao de conjuntos

Co =][0,1]
Cr = [05]U 5]
G =[05]U 55U S5 U5
Designando cada subintervalo de C,, por I,j,comj = 1,...,2" tem-se que C,, = Ujll I;.

O conjunto ternario de Cantor é o conjunto

Coo = ﬁ Ci.

n=0

A medida de Lebesgue de C), é u(C,,) = g—: = (%)n ¢ a medida de Lebesgue de Cy ¢

Jim p(C) = p(Cos) =0
Por outro lado, C ndo é vazio, pois, por exemplo, {0}, {1/3} € Cu. Assim, o conjunto
ternario de Cantor C, tem medida de Lebesgue zero.

Mostre-se que o conjunto ternario de Cantor tem a poténcia do continuo. Isto ¢, Co tem
tantos elementos como o intervalo [0,1], ou tantos elementos como o conjunto dos nimeros

reais. Por construgao, o desenvolvimento ternario de x € C ¢

oo
Q;
xr = -,
?
i3
em que a; = 0 ou 2. Fazendo a correspondéncia biunivoca, (a; = 0) — (b; = 0) e

(a; = 2) = (b; = 1), todo o niimero 2z € Cy ¢ bijetivamente aplicado num ndmero
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x’ € [0,1] através de

o0

o0
a; / b1
31 T
i=1 i=1
Como 2, %, com b; = 0 ou 1, representa o desenvolvimento binario de um ntimero
do intervalo [0,1], 2’ pode ser qualquer namero no intervalo [0,1]. Assim, o conjunto de
Cantor C tem a mesma poténcia que o intervalo [0,1] ou seja, C tem a poténcia do

continuo.

Concluiu-se, assim, que existem conjuntos de medida de Lebesgue nula que tém tantos
elementos como o intervalo [0,1]. No entanto, a medida de Lebesgue do intervalo [0,1] é 1
¢ a medida de Lebesgue do conjunto ternario de Cantor é 0.

Um conjunto A ¢ de medida nula, se existir um conjunto mensuravel B tal que, A C B e
1(B) = 0. E intuitivo ver que certas propriedades se mantém para conjuntos que diferem
por conjuntos de medida nula. E o caso dos conjuntos [a,b] e (a,b), em que p([a,b]) =
w((a,b)). Pois, como [a,b]A(a,b) = {a,b}, tem-se que, u([a,b]A(a,b)) = 0.

Quando uma propriedade nao ¢é valida apenas sobre conjuntos de medida nula, diz-se que
a propriedade ¢ valida quase por toda a parte (q.t.p.). Assim, (q.t.p.) define uma relacao de

equivaléncia em medida.

Por exemplo, em relagdo & medida de Lebesgue, as fungdes f,g : [0,1] — [0,1] definidas
por

x  sex ¢irracional

1 sex ¢éracional

sdo iguais quase por toda a parte, isto é, f(z) = g(z) (q.t.p.), ou ainda, f e g diferem apenas

num conjunto de medida nula do dominio comum (Exercicio 1.4).

No caso de funcoes definidas na reta real, podem-se relacionar fun¢des mensuraveis com

fungdes continuas:

Teorema 1.2 (Lusin, [Kolmogoroff e Fomin, 1977])
Seja 1 a medida de Lebesgue em R. Uma fungio f(x) : [a,b] — R é mensurdvel no intervalo [a,b] se, e
somente se, para todo o € > 0, existe uma fungdo ¢(x), continua em [a,b], tal que

p{z € lab] : f(z) # p()}) <e.

Assim, pelo Teorema de Lusin, uma fungio é mensuravel num intervalo [a,b] se ela difere
de uma fun¢ao continua sobre um conjunto de medida arbitrariamente pequena. Em

particular:
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Corolario 1.3

Todas as fung¢des continuas sao mensuraveis.

1.4 O INTEGRAL DE LEBESGUE

Seja (X, A,p) um espago de medida e f: X — R uma fungio simples,
f({I?) = Z AiXA; (il?) , ai € R,
i=1

emque A, € Aji =1,...nepéamedida de Lebesgue. Como os conjuntos A; € A,i =

1,...n, sdo mensuraveis, o integral de Lebesgue de f(x) é

[ r@nte) = 3 a4,

n
i=1

Também se utilizam as notacoes
[ f@nta) ou [ stz
b'e b'e

Como se viu, dada uma fun¢do mensuravel f, é sempre possivel construir uma sucessao de
funcoes simples que convergem ponto a ponto para f. Assim, é possivel estender a defi-
nicdo de integral de Lebesgue para uma classe mais geral de fungdes. Uma consequéncia
imediata da defini¢ao de integral é que se duas fung¢des simples e mensuraveis diferem uma
da outra num conjunto de medida nula, entao os seus integrais de Lebesgue sao iguais.

Se f(z) : X — R é uma fun¢io ndo negativa e mensuravel e {f,,(z)} é uma sucessao de
funcoes simples convergentes para f(z) (q.t.p.), o integral de Lebesgue de f em relagio a
medida p é

[ tau= i [ faw)dnta)
X nmee Jx
e pode-se mostrar que esta defini¢io ¢ independente da sucessdo escolhida. Se este limite

¢ finito, a funcdo mensuravel f diz-se infegrdvel em relagdo a medida .

No caso em que f(x) ndo é uma funcio positiva, pode-se aplicar a decomposic¢io, f =
fT — f~ e, devido a aditividade do integral, todos os resultados se mantém validos.

Um dos teoremas mais importantes da teoria da integracdao de Lebesgue é o teorema da

convergéncia dominada:
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Teorema 1.4 (convergéncia dominada de Lebesgue, [Kolmogoroft e Fomin, 1977])
Seja { .} uma sucessdo de fungoes mensurdveis de X para R ou C e suponha-se que { f,,} converge para
f (q.t.p.). Se existir uma fungdo g, integrdvel em relagdo a medida de Lebesgue 1i e tal que, para todo o
n >0, |fn] < g, entdo
lim fodu = / fdp < oo.

b's X

n— oo

Por exemplo, seja f(z) = lim,_, o 2™, com z € [0,1]. Entdo, como |z"| < 1 = g, pelo

teorema da convergéncia dominada, a fungao f ¢ integravel a Lebesgue e

n—oo

1 1
lim 2"dx = / f(x)dx = 0.
0 0

Nas condicoes do teorema da convergéncia dominada, pode-se sempre permutar o sinal
de lmite com o sinal de tegral.

Na teoria da integracao de Riemann, uma condicdo suficiente para que o integral de uma
funcao exista num intervalo limitado, a funcdo integranda tem de ser continua e limitada
nesse intervalo. Por outro lado, o limite de uma sucessdo de fungoes integraveis a Rie-
mann nao ¢ necessariamente integravel. Ora, esta situagao levanta problemas ao construir
os espacos de funcoes da analise funcional. Na teoria de Lebesgue, as condi¢ées de inte-
grabilidade sdo menos restritivas do que na teoria de Riemann (Exercicio 1.6), podendo-se
sempre passar ao limite, desde que se verifiquem as hipéteses do teorema da convergéncia
dominada de Lebesgue, ou seja, desde que |f,| < g, com g integravel. Pelo teorema da
convergéncia dominada de Lebesgue, fazendo g = |f|, a integrabilidade de |f| implica a
integrabilidade de f.* Assim, pode-se caraterizar o conjunto das fungdes integraveis no
espago de medida X como o conjunto das fung¢des para as quais

/leldu<oo. (1.3)

Em tudo o que se segue, os integrais deverao ser entendidos no sentido de Lebesgue e todos
0s espacos sdo mensuraveis, estando definida implicitamente uma algebra-o canénica. Nos

espagos euclidianos considera-se sempre a algebra-o dos Borelianos.

Quando se estende a teoria de Lebesgue para fungoes a duas variaveis, tem-se:

*A fungio sin x/2 nio ¢ integravel a Lebesgue em RBL, no entanto, o seu integral impréprio de Riemann existe.
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Teorema 1.5 (Fubini, [Kolmogoroft e Fomin, 1977])
Seja f(z,y) : X XY — R uma fung@o mensurdvel e suponha-se que

[tanin@) e [ fepiw
s@o ambas fungdes integrdvets, isto é, os integrais

[ [1ealane ¢ [auto) [ 1)

sdo finitos. Entdo,

[ [senauwa) = | ( / f(x,y>du<x>) v (y)
/ ( / f(:ay)du(y)) ()

1.5 A DIMENSAO DE HAUSDORFF

A medida exterior de Hausdorff generaliza o conceito de medida de Lebesgue e ¢ utilizada
para comparar conjuntos de medida de Lebesgue nula. A necessidade deste novo conceito
resulta do facto de a construgao de uma medida depender da dimensao dos conjuntos. Por
exemplo, o intervalo [0,1] como subconjunto de R tem medida de Lebesgue 1. Quando
considerado como subconjunto de R*, com k > 2, a sua medida de Lebesgue é 0.

Seja A um subconjunto de R¥ ¢ defina-se o diametro de A como |A| := sup{|z —y| : 2,y €
A}. Seja {I;} uma familia finita de subconjuntos de R¥, em que A C U;I;. Se |I;| < &,
para todo o j, entdo {I;} é uma e-cobertura finita de A. A medida exterior de Hausdorff de A
¢ definida como
" . . d
i) =l juf D ILI%
J
em que o infimo ¢ tomado sobre todas as e-coberturas finitas de A. Esta definigao s6 faz
sentido quando H(A) ¢ finito, isto ¢, quando existe uma constante d tal que 0 < H}(A4) <

oo. Como se verd, a constante d tem o significado de uma dimensao.

Por exemplo, se I é um intervalo de comprimento ¢, e os conjuntos I; forem escolhidos
como intervalos, |I;| = p(I;), tem-se que

H3(I) =lim inf ZM(Ij)d.

e—0 coberturas
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Se os elementos I; da cobertura {; } sdo tomados com comprimento € = ¢/N, tem-se que

* . ¢ ! s 4 I . d n1l—d
i) = i 3 () = gm ¥ () = g ey

e, portanto,
400 se d<1
H;(I) = / se d=1
se d>1.

Como se conclui deste exemplo, o expoente d tem o significado de uma dimensido — di-
mensdo de Hausdorff ou dimensao fractal.

Nos casos em que d ¢ um inteiro, Hj(A) = p*(A), em que p* é a medida exterior de
Lebesgue em dimensdo (inteira) d = n.

Quando ¢ possivel encontrar uma parti¢dao regular de um conjunto em subconjuntos de
medida de Lebesgue igual, pode-se facilmente determinar a dimensdo de Hausdorff do
conjunto. Assim, para A C R¥, cada elemento I ; da cobertura em k-cubos, de lado €, tem
diametro |I;| = Vke, e
Hj(A)  ~  N(Vke),
i) N grande ( )

em que N é o nimero de elementos da cobertura de A. Entéo,

. InHj(A) . InN . In N
d=1lim —&%——= — lim = lim —-
e—0 ln(\/E{—:) e—0 111(\/%5) e—=0 In e

Claro esta que, por hipédtese, In H}(A) é finito e N = N(g). O namero d, assim determi-
nado, também se designa por capacidade ou dimensdo fractal do conjunto A.

Calcule-se a dimensao e a medida de Hausdorff do conjunto ternario de Cantor. Assuma-
-se que H};(Cx) é uma constante positiva e cubram-se os conjuntos C), com 2" intervalos
de comprimento 1/3™. Entao,

d n
. . (1 L 2 B
Hj(Cx) = nl;ngo 2 (?)n) = nhﬂn;(} <3d> = constante .
Para que este limite seja positivo, 2/3% = 1, e, portanto,

d=1In2/In3=0,6309... .
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Assim, em dimensao d = 0,6309. . ., a medida exterior de Hausdorff do conjunto ternario
de Cantor é H3(Cx) = (2/3%)" = 1" = 1. Por exemplo, a medida de Hausdorff de
A = Csx N [0,1/2] é zero em dimensdo 1 mas, em dimensdo In2/1n 3, é

1 In2/1n3 1
Hipo/1m3(A) = lim on—1 <3n> =5

n—oQ

1.5
1.0¢
05F
0.0
—05F
-1.0F

D=1,5

1002 04 06 08 10

Figura 1.5 Graficos da fun¢do de Weierstrass-Mandelbrot (1.4), para D = 1,5¢ D = 1,8, com v = 1,5. A

constante D é a dimensao de Hausdorff do grafico de f.

Os graficos de fungdes também podem ter dimensdes ndo inteiras. E o caso da funcao
continua e nao diferenciavel de Weierstrass-Mandelbrot

+oo

R (1.4

n=—oo

emque v>1 e 1 <D <2 Nafigura 1.5, estdo representados os graficos de f(z) para
D=12eD =1,5com~vy=1,5. Aconstante D é a dimensao de Hausdorff do grafico de

f.

EXERCICIOS

1.1 Seja o conjunto finito X = {a,b,c} e sejam Ty = {X,0,{a,b},{b},{c}} e T2 =
{X,0,{a,b},{b,c},{b}} duas familias de subconjuntos de X. Qual das estruturas
(X,T1) ou (X,T2) é um espaco topologico?

1.2 Mostre que a defini¢ao usual de funcdo continua é equivalente a seguinte definigao:
sejam X e Y espacos topologicos e, para simplificar, faga-se X =Y = R. Uma funcao
f: X — Y ¢continua, se f~1(V) ¢ um aberto de X, sempre que V é um aberto de
Y.

19
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1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Sejam f,g : X — R fungdes mensuréaveis. Mostre que f + g, f2, fg e 1/f sio fungdes
mensuraveis. Neste ltimo caso, suponha que f(z) # 0, para todo o z € X.

Mostre que a medida de Lebesgue de qualquer conjunto finito ou numeravel da reta
¢ zero. Em particular, determine a medida de Lebesgue dos conjuntos dos nimeros

racionais e irracionais do intervalo [0,1].

Faca uma estimativa de 7 usando apenas papel e lapis. Comece por esbocar a mao
um quadrado com uma circunferéncia inscrita. Coloque varios pontos no interior do
quadrado, distribuidos uniformemente. Faga a contagem e calcule uma aproximacao

am.
Considere a funcio simples (fungao de Dirichlet) f(x) : [0,1] — R, em que,

0 se x é racional
f(z) =

1 se x € irracional

Calcule o integral fol f(z)dz, no sentido de Lebesgue. Use resultados do Exercicio
1.4). Mostre ainda que a fungio f(z) nio é continua em nenhum ponto.

Determine a dimensido de Hausdorff do conjunto do plano obtido através das ope-
ragoes indicadas na figura (curva de Koch). Em cada iteragdo, os comprimentos dos

segmentos de reta que constituem a curva sao 0S mesmos.

0 1= 0 DN Y N

113 113

Quais as dimensdes de Hausdorff dos conjuntos dos ntimeros reais do intervalo [0,1]

que nao contém digitos pares nas bases decimal, ternaria e quaternaria?



